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The distribution of financial time series often have the characteristics of high-
peak and fat-tails and volatility clustering. Engle’s (1982) Autoregressive Conditional
Heteroscedasticity (ARCH) model and Bollerslev’s (1996)Generalized Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity (GARCH) model are the most representative models
which describe the properties of ”high-peak and fat-tails” and ”cluster”. Although
the ARCH-type models and GARCH-type models have been widely used in practice,
they are not considering the asymmetry of volatility, Capital markets often respond-
s to bad news caused stock returns volatility change is bigger, but the respondence
to the good news cause small fluctuation change. In order to describe the asymmetric
volatility characteristics, Nelson (1991) proposed the exponential generalized autore-
gressive conditional heteroscedasticity (EGARCH) model, this model can describe the
asymmetric volatility. Further Bollerslev and Mikkelsen(1996) proposed the Fractional
Integrated Exponential Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (F-
IEGARCH) model, it can not only describe the volatility of volatility clustering and
asymmetry, but also can describe the volatility of long memory.
Single-state GARCH models identify only one mechanism governing the response
of volatility to market shocks. So they neither capture state-dependent behaviour of
volatility nor explain why in Alexander(2009)’s paper the equity index skew persists in-
to long-dated options. Markov switching(MS) GARCH models specify several volatil-
ity states with endogenous conditional skewness and kurtosis,of these the simplest to
estimate is normal mixture GARCH.
Inspired by Lopes and Prass(2013) and Bauwens(2007)’s study , this paper pro-
poses a new model – Mixed Normal Fractional Exponential Generalized Autoregressive
Conditional Heteroscedasticity (NM - FIEGARCH) model. we Studied the estimation
of parameters in the new model, simulation results show that we give the estimate
method is feasible and effective.
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差(Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, ARCH)模型和Bollerslev(1996)提

















































































混 合 模 型 方 面 ：Hamilton和Susmel(1994)首 先 在 马 尔 科 夫 体 制 变
换 模 型 中 提 到 了 多 状 态 的GARCH类 模 型 。Duker(1997)讨 论 了 在 简
易 的MS-GARCH模 型 情 况 下 ， 用 一 种 折 叠 过 程(collapsing procedure)方
法 逼 近 似 然 函 数 。Kalaassen(2002)在 计 算 状 态 的 条 件 概 率 时 候 ，
运 用 了 全 信 息 可 用 集 。Francq, Roussignol和Zakoian(2001) 以 及Francq
和Zakoian(2005,2008) 都考虑了只有一个方差过程的模型，其中模型
的参数 状态相依。Henneke, Rachev和Fabozzi(2006)以及Bauwens, Preminger
和Rombouts(2006,2007b)开始运用贝叶斯方法估计MS-GARCH模型。MS-
































Xt = σtZt, φ(B)(1−B)dσ2t = ω + (1− β(B))Zt
其中{Zt}独立同分布，且{Zt} ∼ N(0, 1)，φ(B)和β(B)是关于滞后算子的多项
式，φ(B) = 1− φ1B − φ2B2 − . . .− φqBq，β(B) = β1B + β2B2 + . . .+ βpBp且





若对任意的d < 0.5以及ω ∈ R, p, q ∈ N+，时间序列{Xt}t∈Z定义为：
Xt = σtZt (2.1)




则 称{Xt}t∈Z过 程 为 一 个 分 数 阶 指 数 广 义 条 件 异 方 差 过 程 ， 记
为FIEGARCH(p,d,q)。注意Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}，而{Zt}是独立同分布
的序列，且{Zt} ∼ N(0, 1)，α(z) ,
∑p




j=0(−βj)zj = 1 −
∑q
j=1 βjz
j，即α0 = β0 = −1，g(Zt) = θZt + γ[|Zt| −
E(|Zt|)]。为了使得算子α(B)β(B)好处理，假定对所有|z| < 1, β(z) ̸= 0，
且α(·) = 0, β(·) = 0无公共根。对于所有t ∈ Z，且θ，γ ∈ R ，若{Zt}t∈Z
序列为独立同分布且均值为0，方差为1时，则{g(Zt)}t∈Z 是一个严平稳和遍历
过程，并且如果还有E(Z20) < ∞，则{g(Zt)}t∈Z 还是一个弱平稳过程，其均值
为0，方差σ2g = θ


























其中Γ(.)为Gamma函数，B为后移算子，Bk(Xt) = Xt−k。并且δd,k 系数满






k，其中πd,j = δ−d,j对所有的j ∈ N 并且当k →











Prass(2008)证明了，当d > 0, a = −γE(|Zt|)[1 −
∑p
i=1 αi]，ψ0 = γ，γ0 =
θ，ψi = −γαi和γi = −θαi时，上式和(2.2)是等价的。
另外Ruiz,Veiga(2005)考虑了在p = 0, q = 1的情况下，将{ln(σ2t )}t∈Z定义
为：
(1− ϕ(B))(1−B)d ln(σ2t ) = ω∗ + α[|Zt−1| −
√
2/π] + γ∗Zt−1 (2.4)
注意到取上式中的ϕ = β1，α = γ，γ
∗ = θ，那么很容易证明(2.4)式与(2.2)式等





(1) {ln(σ2t )}t∈Z 是一个(弱和强)平稳，遍历过程，并且对于所有的t ∈ Z，随
机变量ln(σ2t )几乎处处有限。
(2) 如果d ∈ (−1, 0.5)以及对于所有的|z| < 1，都有α(z) ̸= 0，则{ln(σ2t )}t∈Z过
程是可逆的。
(3) {Xt}t∈Z和{σ2t }t∈Z是强平稳和遍历过程。
(4) 如果{Zt}t∈Z是一个独立同分布的服从广义误差分布(GED(v)，v > 1)的























定β(·) = 0在闭圆盘{z : |z| ≤ 1}里无根，且α(·) = 0, β(·) = 0无公共根，则函
数λ(z)在开区域{z : |z| < 1}内解析，因此其由唯一的展开表达式，故(2.2)式等
号右边可以改写为ω + α(B)
β(B)






Xt = σtZt, ln(σ
2
t ) = ω +
α(B)
β(B)




关于求上式中的λd,k问题，对于所有的|z| < 1，Lopes和Prass(2013)发现λd,k 有如
下性质，这对于数据模拟的时候有重要作用。
命题 2.2: 对于λ的上述定义表达式，λd,k有如下递推关系：










), k ≥ 1,
α∗m :=
{
0 m > p
αm 0 ≤ m ≤ p
β∗m :=
{
0 m > p





























































































定理 2.1: λ(z) = α(z)
β(z)
(1 − z)(−d) :=
∑∞
k=0 λd,kz









证明：将β(z)−1记为f(z)，因为β(·) = 0在闭圆盘{z : |z| ≤ 1}内无根，所以
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